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Un poco de context

Jean Leray (1906-1998)

.Haces para qué?

Es el objeto mds sencillo inventado
en la Matemdtica para estudiar de
manera rigurosa el paso de lo local
a lo global.

Zalamea, 2018.

Figura: Fotografia de J. Leray. Tomada de
https://smf.emath.fr/node/27572.
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Un poco de contexto...

Alexander Grothendieck (1928-2014)

.K-Teoria para qué?
Remitase al titulo de la charla.

Campo, 2023.

Figura: Fotografia de A. Grothendieck. Tomada de
https://www.nature.com/articles/517272a.
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Haces vectoriales

Definicién 1

Sean E y X espacios topolégicos y m : £ — X una funcién continua. Decimos que la
tripla (F,m, X) es una haz vectorial sii

@ 7 es sobreyectiva
®VreX|rl(z)~K"
®VUC XIp: 7 Y U) — U x K" | ¢ es un homeomorfismo

Nota: A F se le llama el espacio total, a X el espacio base, a w la proyeccion de E sobre
X y a K" la fibra estdndar (espacio vectorial finito-dimensional sobre un cuerpo K).

Observacién: ¢ : 771 (z) — {2} x K" es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Ejemplo 1

El haz trivial m : X x K" — X, (z,v) — w(x,v) =z, en el cual X x K" es el espacio
total.

Se puede notar que:
® 7 es evidentemente sobreyectiva
® 7 1(z) = {(z,v) € X x K"} ~ K"
® ¢: 1 HX) — X x K" es la funcién identidad.
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Ejemplo 2

Sea M una variedad diferenciable finito-dimensional. Considerar un par de curvas arbi-
trarias o, 8 : Z — M que satisfacen, respectivamente, que «(0) = 5(0) = x € M.

Sea la carta coordenada (U,
equivalentes sii k(¢ 0 )(0) = £ (¢ 0 8)(0).

)y x € U C M. Decimos que dos curvas oy  son
S(poB

Asi, se establece la clase de equivalencia [a]. = {f|a ~ < %(gp ow)(0) = %(cp 0 3)(0)}.

Si I'(M, x) es la coleccién de todas las curvas que pasan por x € M, entonces la relacién
~ establece el conjunto cociente I'(M, z)/ ~.

Se define la funcién lineal D, : T(M,z)/ ~— R, [o] — Dyla] := &

%‘Q

s (@ oa)(A).

Observacion: D, es la derivada direccional en x.
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Ejemplo 2

Decimos que la coleccién TyM = {v, € L (C®(M),R)|v, = %%(gp oa)(A)} es un
espacio tangente al punto x € M

La coleccién de todos los espacios tangentes a M en x es

TM= | | M= {(z,v5) |z € MA v, € TM}
zeEM
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Ejemplo 2

El haz tangente m : TM — M, (z,v;) — 7(x,v;) = x, en el cual T M es el espacio
total.

Decimos que ¥V C T'M es abierto sii existe un abierto & C M tal que 7(V) = U.

T.M ~R"

Se tiene que que:
@ 7 es evidentemente sobreyectiva
o m () ~TuM
® v:m Y (U) — U xR
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Isomorfismos de haces vectoriales

Definicién 2

Sean los haces vectoriales m : B4 — X y w2 : F9 — X. Diremos que 71 y 73 son
isomorfos sii existe F : £ — FE5 tal que

E,—>E,

BN

X

conmuta.

Observacién: Es destacable el hecho de que 7 = w9 o F, pues...
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Isomorfismos de haces vectoriales

m Hz) = (m2 0 F) " Hx)
={F1(b) € B1|b € B, m(b) =}
(Flomy)(z) = FH(my (x)

En sintesis, es posible notar que

es decir,
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Suma directa de haces vectoriales

Definicién 3. Pullback

Sea m: E — Y un haz vectorial y f : X — Y una funcién continua. Si existe un
conjunto f*(E) = {(z,a) € X x E| f(z) = w(a)}, entonces se cumple el siguiente
diagrama,

f*(E) > F
L
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Suma directa de haces vectoriales

Definicién 4

Sean m : 1 — X y w1 : B1 —> X haces vectoriales sobre una base X. Si el diagrama
de pullback se cumple

A*(El X E2) : >E1 X E2
lTI'lXTrQ
v A
X X xX

entonces, la funcién A*(E; x Ey) — X es denominada como suma directa sobre X o
suma de Whitney. Esta se denota como A*(Ey x Eg) = E1 @ Es.
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Suma directa de haces vectoriales

Sea X un espacio topologico compacto de Hausdorff. Considerar el conjunto de clases de
isomorfismos de haces vectoriales complejos sobre X, denotado por Vectc(X).

Si By ~ E| y Es ~ E), entonces £y @ E; ~ E{ & E).

Demostracion:

La demostracién se deja como
ejercicio al/la asistente.

QED
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ta de haces vect

Si a Vecte(X) se le equipa con la operacién de suma directa, se puede observar que:
® La suma directa de clases de haces vectoriales es asociativa
® Existe un elemento neutro para la suma directa de clases haces vectoriales
® No existe un elemento inverso para la suma directa de clases haces vectoriales

® La suma directa de clases haces vectoriales es conmutativa

Observacidén: De esta manera, es posible notar que el par (Vectc(X), @) satisface la es-
tructura de monoide abeliano.
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El grupo de Grothendieck

Sea S es un monoide abeliano y L un grupo abeliano con un homomorfismo de grupo

6 : S — L. Decimos que L es el grupo de Grothendieck de S si para algiin grupo abeliano
arbitrario G con homomorfismo de monoide f : S — G existe un tinico homomorfismo de
grupo g : L — G tal que el diagrama

conmuta.
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El grupo de Grothendieck

Para construir un grupo que satisfaga estas caracteristicas, Grothendieck propuso una
técnica eficaz para obtener un grupo a partir de un monoide...

Entonces, de esta manera, se tiene que el grupo de Grothendieck de Vectc(X) de haces
vectoriales sobre X, denotado como K (X), es

K(X)="Vectc(X) x Vecte(X)/ ~
Al grupo de Grothendick K (X) se le denomina como grupo de K-Teoria de X.
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Ejemplo

Sea {z} un conjunto cuyo unico elemento es un punto z.
Se tiene que el monoide (Vectc({x}),®) se identifica con el monoide (N, +). Entonces, el
grupo de K-Teorfa del conjunto {z} es

K({z}) = (Z,+)
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Conclusiones

@ Los haces vectoriales son una forma eficaz de caracterizar espacios topoldgicos
compactos de Hausdorff, pues permiten identificar a cada punto con un espacio
vectorial y, de esta manera, extender la linealidad desde lo local hasta lo global.

® Determinar haces vectoriales isomorfos permite limpiar la bisqueda de haces
vectoriales diferentes que permitan encontrar invariantes matemaéticos independientes
de la eleccion de haces.

® Para un tnico espacio topoldgico pueden existir diferentes haces vectoriales, de
manera que encontrar invariantes matematicos entre ellos se vuelve una engorrosa
tarea. La K-Teoria permite encontrar estos invariantes mediante un dnico objeto, el
grupo de Grothendieck de tal espacio topolégico.
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